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Общая характеристика работы 
Актуальность темы. При изучении алгебраических ruст-ем большую 
роль играют отображсш1я этих систем , среди которых особое значение имеют 
гомоморфизмы . 
Тот факт, что множество всех rомоморфизмов из одной абелевоtl группы 
в другую образует абелеву группу Нош( А, В ) , оказался исключительно 
важным. Кроме того, группы гомоморфnзмов можuо ра<.'с.матривать как 
функторы , особая роль которых была установлена С. Эйленбергом и 
С . 1'·fа1<.11еnном в [171. Алгебраическое строеннЕ' группы Hom( А, В) известно 
только в некоторых ча.етных случмх. Основные результаты здееь бы:1и 
получЕ>ны Р. Пирсом [28] , который нашел пнварианты груnпъr Нош( А. В) 
как алгебраически компактной группы в случае периодической группы А. . 
В последне-е время тематика, связанная с группой Нош( А, В) п В<Юбшс 
с гомоморфизма.ми абслсвых групп, приобретает все большую актуальность . 
Изучению етроения групп гомоморфизмов абелевых групп и исследованию 
их свойств посвящены работы Л. Фукса [19] , [20] , Л.И . Вл!l.(.'овой [1] , 
С.Я. Гриншпона [3] , П.А. Крылова [5], А.М. Себельдина [11] , [12] , 
В.В . Коновалова \4] , П . Гросса [211 , [22], А. Мадера \24] , Ф . Шульца 
[31] , Р. УорфилдР. [371 , Д. О'Нилла \271 и других алгебраистов . Важ1;ые 
результаты о грутша.х гомоморфuзмов u ко.1ьца.х эндоморфизмов абелt'вых 
групп приведены в [6] . Отметим также , что обзор большого количества работ, 
связанных с гомоморфизма.'>iи абе.аевьL'< групп, содержится в [8]. 
Подобная тематика проявляется и в иеследованиях алгебраических систем, 
близких к абелевым группам . Например, А .И. Купцовым изуча.:шеь своi1t'ТВ<1. 
ПОJI!труппы эпдоморфизмов коммутативной регулярной полугруппы ([7\) . 
А. А. Петровым рассматрива.1ись гомоморфные порож,;~.ения классов 
полугрупп ([10]). Гомоморфизмы rрупuопдов, алгебр , модулеn и другнх 
алгебраических систем изучали также М.И . То.'lовиков [13] , Е. Е. Ширшова 
[151, А. Драпал [16] , С. Маклайн [~]. М . Матоуш<:'к [25], М. Новотпый [26], 
Я . Помпката [29], Д Балкан [35j . 
Наряду с исследованиями группы гомоморфизмов Hom( А" В ) 
исследуются также гомоморфные обра.зы абелевых групп и других 
алгебраических систем (см . , например, [9] , [14], [18] , [30], [32), [ЗЗJ, [34]. 
[36]) . 
з 
При изучении групп гомоморфизмов абелевых групп, гомоморфных 
образов и прп uсследован11и вuолне характеристических 11одгрупп инт~рес 
представляет следующий вопрос: в каких случаях объединение (теоретико­
мuожественнос) гомоморфпых образов группы А в группе В является 
подгруппой группы В. 
Группу А назовем го.м.о.морфн.о устой"ивой от-носителъ-но гру11nЪ1. В, 
если объединение rомоморфных образов группы А в группе В является 
подгруппой гру1mы В, то есть если U Iша - подгруппа груrшы В. 
оеНоm(А,В) 
Цель работы. Целью диссертационной работы является изучение 
гомоморфно устойчивых групп из различных классов абслевых групп. 
Общая методика исследования. В диссертации используются 
методы теор11и абелевых групп, теории модулей, гомологической алгебры, 
некоторые теоретико-множественные идеи. В работе используются также 
понятие вполне транзитивной абелевой группы без кручения, введенное 
П.А. Крыловым, и некоторые результаты о такпх группа.х, полученные 
С.Я. Гриншпоuом и П .А . Крыловым. 
Научная новизна. Все результаты диссертационной работы являются 
новыми . Основными результат-а.ми работы можно считать след.vющие. 
• Исследована гомоморфвая ус,-тойчивость прямых сумм, прЯ.'-fЫ'< слагаемых 
п J'Омоморфная устойчивость отвосIJтс.,1ыю прямых произведений. 
• Доказано, что ВСЯКi\.Я сепарабельная группа гомоморфно устой<1ива 
относительно любой группы 11 получен критерий гомоморфной устойчиооста 
жестких групп . 
• Исследована гомоморфная устойчивость периодиче<:ких групп п 
1·омоморфная ус.'ТО1lчив()("ТЬ групп из некоторых классов относительно 
псриодпческих групп. 
• Доказано, что любая однородная вполне транзитивная группа гомоморфно 
устойчива относительно любой группы и получен критерий гомоморфпой 
устойчивости произвольной группы относптельно однородной вполне 
транзитивной группы идемпотентного типа. 
• Изучены связи делпмых 11 ре,ilj·цпрованньrх 1·ру1ш с гомоморфно/1 
)'(."'IОЙЧИВОСТЬЮ. 
• Исс:1с.цова11а гомоморфная у('Тойчивость прямых пропзвсдсппй групп без 
кручснпя от11ос11тельuо узюrх групп. 
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Теоретическая и практи •1еская ценность. Результаты 
диссертационной работы имеют теоретпчсское значение и могут быть 
использованы в исследованиях по теории абелевых групп и модулей , а т-аюке 
при чтениu спецкурсов для студентов старших курсов и аспирантов. 
Апробация результатов. Результаты диссертационной работы 
докладыва...'lись на Рег1юнальной научно-пракп1•1еской конференцип 
студентов, аспирантов и мо~1одых ученых "Сибирская шко!lа молодо1·0 
учсного"(Томск, 1999 г. ), на XXX.Vll и XLIII Международных 
научных студеuчсских конференциях "Студент и научно-технический 
прогресс"(Новошбпрск, 1999 г. и 2005 г.), на \ 1 .Международной конфсрспцпи 
"А..1гебра и теория чисел: современные проблемы и приложения"(Тула, 2003 
r.), на ~·1еждународной конференц1ш по математике и механике (Томе~< , 2003 
г. ), на Всеµосспйских симпозиумах "Абелевы группы" (Бийск, 2005 г. и 2006 
г. ), на научной конференции молодых ученых, аспирантов и студентов ММФ, 
посвященной трехсотлетию со дня рождения Л. Эйлера (Томск, 2007 г.), 
на Международной конференции 11 Алгебра и ее приложения", посвящс1шой 
75-летпю В.П . Шункова (Красноярск, 2007 г.), на Международной 
алгебраической конференции. посвященной 100-летию со дня рождения 
А.Г. Куроша (Москва, 2008 г.), на Всеросспйской конференции по 
математике и механике, посвященной 130-лстию Томского государственного 
универсиТh"'Та и 60-летuю механико - математического факультета (Томск, 
2008 r.). Основные результаты неоднократно докладыва.лпсь на семинарах 
кафедры алгебры Томского государстВf'нного универсиwга. По теме 
диссертации опубликовано 20 рабuт ([38J - [57]). 
Структура и объем работы. Представляемая диссt>ртаuиопная работа 
состоит нз введения, списка обозначений, трех глав и сш1ска литературы . 
Каждая глава состоит пз трех параграфов. Работа изложена на 94 страница.'< . 
Библиография содержит 63 наименования. 
Содержание работы. В первой главе дпссертации рассматривается 
определение гомоморфно устойчивой группы и доказываются результаты 
для 1IрЯ1'<1ЫХ сумм и прямых произведений, свяэанные с 1'0моморфной 
устойчивостью. В первом параграфе этой главы приводятся основные 
определения и известные результаты, используемые в далы~ейшf'м . Во втором 
дается основное определение го~юморфно устойчивых групп 11 исследу€'ТСя 
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гомоморфная устойчивость нрямых сумм. 
Основнымu результат·ами второго параграфа. являются следующие 
теоре.мы. 
Теорема 2.2. Пусть {A1};€J - се.4tейство абелевwх групп, х:ажда.я из 
которьа гомо.w.орфно устоtl:ч.ива относител:ьно группы В. Тогда группа 
ЕВ Ai такж:е го.м.оморфно устой'Чива относuте.лыю гpynnw В. 
i;;l 
Теорема 2.4. Если группа А гомоморifто устой'Ч,Uба относительно 
гру·пnы В, то А го.;.wморфно устоiJчива относите.лыю "~юбого пр.я.маго 
слагаемого груnпи В. 
В третЫ'м параграфе исrлсдуется гомоморфная устойчивость 
относительно прямых произведений групп. Для этого вводится понятие 
гомоморфноfi связанности гру~mы с данным семейством групп: 
Груu11у А назовем го.чолtорфно свJ1..юнн01.'1 с се.мейство.w групп {В;} iEl' 
ес.:~и для любого семейства гомоморфиэмов {a;}iEI• где о, Е Нош(А, В;), 
и любого семейства {g;};a элемсuтов группы А С}1цествуют такие элемент 
g Е .4 и rемсйство гомоморфизмов {bJ;EJ (б; Е Нош(А, В;)), что o;g; = б;g 
для ВС'ЯКОГО i Е J. 
Основным результа:гом данного параграфа является теорема. 
Теорема 3.4. Пусть А - группа, гол~о.чорфно связанная с се.мейство.м 
групп {д};с:J· Груnтш А zомоJцорфн,о устой'Ч·uва оrпносите.лъно группы 
П В; тогда и только тогда, когда А гомоморфн.о усто-u:чива относител·ыю 
iEl 
"~аждой гpynnьt с~tейства {В;} ie/. 
Втора.я глава состоит пз трех параграфов. В четвертом параграфе 
изучается гомоморфная усто.йчпвос."Гь сепарабельных групп. 
Основным результатом этого параграфа являС'.rся следующая теорема. 
Теорема 4.2. Всякая сепарабелы~а.я группа го.4tаморfiно устой'Ч.ива 
тшюс-urнелън.о любой группы.. 
В пятом параграфе дается полный ответ иа вопрос о rомоморфной 
устойчивости жесткой группы 11 показывается, что .11 классе групп без 
кручения можно строить группы не являющиеся гомоморфuо уст-оfiчuвыми. 
Теорема 5.1. Дл.я, :J1Сестпк011 гpynnu А. с.ле(}ующuе условия .эквивален.тн·ы: 
1) А 20.мо..w.орфно устой-ч.ива от11осите.лыю некоторой группы, 
содержащей пр.я.~юе слагаемое, изоморфное А Е!Э .4.; 
2) А го.~~олtорфно уст01.!ч.·ива. относител·ьно любой группы без r.:ру-чения; 
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3) А го.м.о.морфно ус·тай-чива относuтелъно любой гpynnw; 
4) ранг группы .4. не превосходит еdиницw. 
Теорема 5.2. Дл..я вСJ1.кого натура.:1ыюго -ч·исла п orriлu'Ч1wгo от едшшцw, 
существует группа без h7'!J'Ч.е1шя ранга п, не являющаяся гомоморifто 
устоu:ч.исюй относительно некоторо-й групnw, но всякая ее подгруппа 
.... еньшего ран.га явл.яет.ся гомоморфно устой11.ивой относшпелъно любой. 
гpynnъt. 
В шестом параграфе изучается связь гомоморф11ой устойчивос-ти и 
одuородных вполне транзитивных групп . 
Осповнымu результатами данного параграфа являются с.1едующие 
теоремы . 
Теорема 6.1. Люfюя однородная вполне т1111нэитивна.н группа 
го.моморфно устой"Чива относитмьно любой груnпи. 
Пусrь А u В - гру1mы, причем В - группа без кручения . Обозначим через 
х(.4., В) множество характ('ристик всех ненулевых элементов вида 71а, где 
Т/ Е Hom(A, В), а Е А, то есть 
>.:(А, В)= {х(71а) 1 а Е А, Т/ Е Hom(.4, В), 11а =/:О} . 
Заметим , что множество л_(А, В) является частично упорядоченным 
относительно естествен1юrо порядка на множестве ха.рактер11стик. 
Следующий критерий полностью отвеqает на вонрос, когда произвольная 
группа гомоморфно устойчива. оr1юсиТ('ЛЫЮ одпородuоfi вполне 
транзитивной группы пдемлотентноrо типа. 
Теорема 6.4. Пусть В - однородная впол-не транзит·ив'Нй.Я группа 
идемnотентттого типа. Группа А .яв.ляется гомо,мрфно устоt'l11.·ивой 
относ·итмъно групп~ В тогда и только тогда, когда в·ьтолнt:но с.11.еifующее 
условие: если х( А, В) =/= 0, то множество >.:(А , В) содер:жит 
наименьшую в это.ц м1южестве xapa'l.mepucmuкy. 
Третья глава сос-rоит из трех параграфов. В С('ДЪМОМ параграфе 
исследуется rомоморфная устойчивость периодических групп и гомоморфная 
устойчивос-ть относительно uериодических грунп. 
Будем говорить, что .4 - группа с нулевой характсрпстююй, если 
ВЫПОJШЯСТСЯ одно из двух условu11: 
1) А - непериодическая группа и факrор-rруппа .4. / Т(А) содержит хотя 
бы один элемент нулевой характеристики; 
" 
' 
2} А - 11ерподическа.я группа. 
Получены такие резульТ"аты. 
Теорема 7.1. Всл'l.."4.Я групп~ с нулевой характеристикой го.лю.морфн.о 
устойчива относительно любой nериодическоiJ. группы. 
Следствие 7.2. Всякая nepiwдuчt:C'h.<J.R группа го.моморфно устойчива 
относt~тел·ьно любоil. гpynn'ЬI. 
В восьмом параграфе исследуется гомоморфна.я устойчивость делимых и 
рсдуцnрованньLх групп. Показано, что для групп без кручения nсследовшше 
гомоморфuой устойчшюстп группы А отuосnтсльuо группы В можно свести 
к исследованию rомоморфной устойчивости рс.цуцпрованной части группы А 
относите.1ьно редуцированной •1асти группы В. 
Приведем основные резульТ"с:t.ты этого параграфа. 
Теорема 8.1. Вс.яJСаЯ дели.ма.я груnтю гомо.иорфно усrтwй-чива 
оrтюсительно люб<Уй группы. 
Теорема 8.2. Нс.яка.я группа гомо.л.wрifто устойчива относительно 
любой де.ли.мой гpynnЬt. 
Теорема 8.4. Группа без кручения А го.моморфно устойчива 
отиосительно груnп·ы В тогда и толыw тогда, когда гpynna А гомо.люрфно 
устоilчива относительно ред-уцированиой части гpynnЬt В. 
Теорема 8.6. Группа бе.з Кру'Чени.я А го.лwморifто устой<tива 
относите.лыю груnn-ы В тогда и толь'h:D тогда, 1С02да ред-уv,ироващш.я 
•юсть груnп-ы А го.~w.лшрфtш устоt'lчива отtwситмыю гpynnЬt В . 
Из теорем 8.4 и 8.6 получается та.кое следствие. 
Следствие 8.8. Группа без ?..~ру-ч.ени.я А го.wо.морфно устойчива 
относителыю груnnЬ/, В тогда и то.1ысо тогда, когда реJуцирова1тая. -часть 
груnп'Ы А го.иоморфно устойч·ива относителыю ред-уцированноii чa{'mu 
группы В . 
В девятом параграфе исследуются группы, rомоморфно устойчивые 
относнтельно узких групп. В результата..х этого пара.графа предполагается 
неизмеримость множества комuонент в прямых произведеш~ях 
рассматрив!!.('мых групп. Это ограничение зависит лишь от аксиоматики 
Т('ории множеств. Пока 11с11звсст1ю совместно пли нет существование 
измеримых кардиН<1Льных чисел с аксиомат11кой Z F - теории множе<.-тв. 
Пусть Р обозначает прямое произведение с1 1етного числа бесконечных 
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цuклически"х групп, а Jp - адцитивную группу кольца целых р-адичоскuх 
чисел . 
Слс~ющпе результаты являются ос1ювньrми в дсвяwм параграфе. 
Теорема 9.1. Пусть В - узка.я группа и {Л;};е/ - семейство групп 
без кру'Чения. каждая из которых го.1\Юморфно устой-чива относ·ителыю 
группы В, прu'ЧеАt .множество I неизмеримо. Тогда группа П А; также 
iE/ 
гомоморф'IW устой-чива отное·ительно группы В. 
Теорема 9.2. Прямое произведение сепарабельних груn11 без кру-ч.ения 
(в частШJсmи. любая вектор1шя группа) с неизмери.w1Х..Ч .шюжество.лt 
.,,;омnонент яв.11..Яется го.лtоморifто ycmoil-чuвoit группой отиосителыю любоu 
уз'Wй группы. 
Теорема 9.4. Пусть В - группа без t."Ру'Чени.я., не содержащая 
подгрупп, и.зомор;/m'ЬIХ одной ·из груn11 Р u..mt Jp , где р - произвольное 
простое -ч.u.сло. Если {A;};eJ - семейство групп без 1;ру·чеиия, ка:жда.я и..з 
которых гомомqрifто устоii:чива относителыю группы В v .множество I 
неuз.лtери.~щ, то группа ПА; так;J1се гo.чo.~topifmo устойчива относ·ителыю 
iEf 
группы В. 
Автор искренне б.:Jагодарит научного руководителя профессора Самуила 
Яковлевича Гриншпона за пос-танов"-у задач, внимание к моей научной 
работе, помощь в оформ.'!енип статей и данной дпссертацин. 
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